3.2. Descrierea interna a sistemelor multivariabile

3.2.1.1. Ecuatii vectorial matriceale de stare ale

3 sistemelor multivariabile netede

Metoda variabilelor de stare permite aproximarea comportarii
dinamice a unei largi clase de sisteme. Aceasta metoda se
aplica si pentru analiza sistemelor liniare multivariabile cu
parametri concentrati (invariante in timp).

Exemplul 3.4. Se considera un motor de curent continuu
cuexcitatie separata, comandat pe indus si inductor, fig.
318 R, La

Fig. 3.19

Functionarea motorului este descrisa de urmatoarele ecuatii

- ecuatia de tensiuni a indusului

di
Ua= Ralat Ladita'ke ’
- ecuatia de tensiuni a i (3.123)
inductorului =i 4+ Gle.
Ue= Rele™ Le” " (3.124)
- ecuatia de echilibru a dw
cuplurilor Mm=m;+m¢+J dt ; (3.125)

- caracteristica neliniara a dependentei fluxului magnetic
inductor @ de curentul de excitatie i,, @(i.).

Tensiunea electromotoare indusa e, cuplul electromagnetic

m,, si cuplul de frecari m; se determina cu relatiile
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e =Ko, my, =K@is; mi =kso (3.126)

unde k si k; sunt constante de proportionalitate.

In regim stationar, toate marimile sunt constante si
ecuatiile (3.123) - (3.126) devin

Ua =RalatE ,E=keQ
Ue =Rele (3.127)
Mm:k¢|a:Mr+Mf 1Mf:ka-

In regimurile tranzitorii, fiecare marime x variaza in jurul
valorii stationare X cu o mica variatie Ax

X=X + AX. (3.128)

De exemplu u,=U_ +Au,,i,= |, +4i , w=0Q+ Aw, etc.

in expresiile tensiunii electromotoare induse e si a cuplului
electromagnetic m,, apar produse de variabile :

e=kpo=k(¢+Ap)(Q+Aw)=
=kgQ+kpAo+k QAp+kAp Ao =E+k pAw+kQAp  (3.129)

M=K @ia=K(¢+Ap)(1a+Ais)=
=k 1, tKPAj,+K 1, Ap+KAQAi, 2 Mtk dAi+K 1, Ap.  (3.130)

in relatiile (3.129), (3.130) s-au neglijat produsele micilor
variatii ApAw ~0 ; ApAi, ~0 .

Se considera ca variatia fluxului de excitatie Ag este

proportionala cu variatia curentului de excitatie Ai,
Ap=KkiAie - (3.131)

Tinand seama de relatiile (3.127) - (3.131) pentru mici

variatii ale marimilor care intervin, ecuatiile
(3.123) - (3.125) devin
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_ . dAi, .
Aua=Radia* L =g =k dictkddo 5,4,
) dAj
AUe=ReAig+ Lo (3.133)
dt
KPAig+KlakiAie= Am,+kaa)+Jd§tw (3.134)

Se aleg ca variabile de stare variatiile marimilor ce intervin
prin derivatele lor in ecuai_;iile (3.132) - (3.134)

=Aiy; X =Aie s Xs= 4@ . (3.135)

Ca marimi de intrare (de comanda) se considera variatiile

tensiunilor aplicate indusului Au, si inductorului Au, . Variatia

cuplului rezistent Am, (marimea perturbatoare) se considera
ula.

U1=AUa;U2=AUe;us=Am=0 . (3.136)

Cu notatiile (3.135), (3.136) ecuatiile (3.132) - (3.134)
constituie ecuatjile intrare-stare ale motorului de curent
continuu si pot fi aduse la forma

— Ra kal k¢

X1= - X1 - X2 - X3+7U1
La I—a La La
1 3.137
X2:‘ReX2+7U2 ( )
Le Le
L — ¢ + k laki _ Kt
X3 7‘] 1 3J J X3

Se considera marimi de iesire variatiile curentilor din indus
Ai,, din inductor Ai, si variatia turatiei Aw

V,=4ia,Y,=Aie, Y5= (3.138)
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Ecuatiile (3.137) si (3.138) se pot scrie sub forma matriceala
X = AX + Bu

y = CX (3.139)
unde x e R® este vectorul mérimilor de stare; u e
R2 - vectorul marimilor de comanda; y e R® - vectorul
marimilor de iesire.

X, Yy

x=|% [ u=|"]: y=|y,
u, (3.140)

X, Vs

unde A e R33 este matricea de evolutie a sistemului; B e
R3x2 - matricea de comanda; C € R33 - matricea de iesire.

_Re kX ko] 1
L, L, L, L. 100
A= —& 0 B=|0 i X C=|0 1 0 (3141)
L, L, -
ko kik K 0 0 001
N T ]

Deci motorul de curent continuu comandat pe indus si
inductor este un sistem caracterizat de ecuatiile
vectorial-matriceale intrare-stare-iegire (3.139) - (3.141) si
poate fi reprezentat prin schema din fig. 3.19.

ul

Xq

X2

X3

— 3 y1

— y2

——. Y3
loir

Fig. 3.19
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in cazul general, un sistem liniar multivariabil continuu Tn
timp poate fi reprezentat prin ecuatile vectorial
matriceale de stare de forma

X — AX + Bu ecuatia intrare-stare,  (3.142)
y — CX + Du ecuatia de iesire (3.143)

X(r) - conditie initial dat

cu Xx € X c R" - vectorul de stare (n x 1); u € U €
R™ - vectorul de intrare, (m x 1); y € Y € RP - vectorul de
iesire, (p X 1); A € R™" - matricea de evolutie (matricea de
stare), (n x n); B € R™™ - matricea de comanda (de intrare),
(n xm); C € RPX" - matricea de iesire, (p X n);

D e RP*™ - matricea de cuplaj, (p x m); x(7) - vectorul

AR onditiilor initiale (n x 1);

Se observa ca

a) ecuatile de stare au aceeasi structura atat pentru sistemele
monovariabile cat si pentru sistemele multivariabile;

b) marimile de iesire depind liniar de variabilele de stare si de
intrare;

c) ecuatiile (3.143) se pot reprezenta prin schema bloc din fig.
3.20, unde u(t), x(t) si y(t) corespund respectiv evolutiei unei
intrari, a unei stari si a unei iesiri oarecare;

u X0 yo
(intrare) — b
f/\ x0 \ﬁ r—f.
[
o
—>
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3.2.1.2. Ecuatia omogena. Matricea de tranzitie

Ecuatia omogena corespunzatoare ecuatiei de stare (3.142)
este de forma

X(H)= AXx(1) . (3.144)
Fie M(t) o matrice patratica (n x n) constituita din coloanele
M, M), .., MM care satisface ecuatia de stare omogena
(3.144) .

M (t) = AM (t) (3.145)

Fiecare coloana M[1 verifica de asemenea ecuatia omogena

mI=AMmIT, (3.146)
Determinantul matricei M este presupus diferit de zero

detM =0. (3.147)

Matricea M(t) se numeste matrice-solutie sau matrice
fundamentala.

Se considera o schimbare a vectorului de stare definita de
relatia _ ~
X(t) = M(t) X (). (3.148)

unde x(t) este solutia ecuatiei omogene (3.144).
Din aceasta ecuatie rezulta

M) X ()+MOX (=AM ®X ()  (3.149)
Tinand seamaca M (t) =AM (t) din (3.149) se obtine
M(t) X () =0 (3.150)

Deoarece detM =0 rezultd  X(f)=0. (3.151)
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Deci i(t) este un vector constituit din constante arbitrare,

X(t) este un vector constant
X (t) = c = constant (3.152)

Relatia (3.148) devine acum
x(t)=M(t)c. (3.153)

Din (3.153) rezulta ca x(t), solutia generala a ecuatiei
omogene de stare, este o combinatie liniara a coloanelor
matricei M(t) cu coeficienti arbitrari.

Coloanele matricei M(t) sunt liniar independente si
formeaza un sistem fundamental de solutii.

Se considera o matrice solutie @(t,7) astfel ca

#(r,7)=1,0(t7)=Ad(t). (3.154)

ke
N

Deoarece det @(1,1) = 1, coloanele matricei @(t,1) sunt
liniar independente (constituie un sistem fundamental de
solutii) si solutia ecuatiei omogene (3.144) este

x()=¢(t,z)cC. (3.155)

Impunand ca acesta solutie sa satisfaca conditiile initiale
X(7), din (3.154), (3.155) se obtine

X(z)=¢(r,7)Cc=C. (3.156)

Ca urmare solutia particulara a ecuatiei omogene (3.144)

x(®)=d(t.7) x(7). (3.157)

Solutia ecuatiei omogene reprezinta componenta libera x(t) a
functiei de tranzitie a starilor sistemului (cand u(t) =0, t>71).
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Matricea @(t,r) care exprima componenta libera x(t) in
functie de conditiile initiale se numeste matrice de franzitie.

Fiecarui termen @, al matricei de tranzitie i se poate
atribui un anumit sens fizic. Se presupune ca vectorul
conditiilor initiale x(r) are numai linia i diferita de zero
x1(7)=0,x2(z)=0.,x(z)=1,..., xn(z)=0
-6
0

xX(z)=| 1 |liniai. (3.158)

Atunci relatia (3.157) devine

ke
N

T ®] [600 6.0 . @ . ¢, O] O [¢u®]
o ®] (220 0 — 2O - $0®|°] |64

w®] [ 620 600 — 4O - 40 s G159
L A
_X” (t)_ ¢n1 ¢n2 i ¢ni e ¢nn O _¢ni (t)_

Relatia (3.159) arata ca un element oarecare @,;, k=1n
al matricei de tranzitie reprezinta regimul liber al varabilei

de stare y (ty «-tn in conditiile

1(1)=0, %,(0)=0, %(r) =L Xy(r)=0, .. %(s)=0; i=Ln




Pentru sistemele dinamice liniare invariante in timp, asa
cum s-a aratat si in capitolul 1 (relatia 1.196) matricea de

tranzitie @(t,1) satisface relatjile

¢(tr)=¢(t-7,0)=¢(0-1). (3.160)

Matricea de tranzifie @(t-1,0) a sistemului invariant (3.142),
(3.143) se exprima cu ajutorul functiei de matrice de forma
eAlt) denumitd si eponentiala matriciala

Pt —7,0) =" (3.161)

Demonstratie Datorita invariantei in timp matricea solutie

satisface relatia
o, t)=¢(t-7,00=M(t-7). (3.162)

Se alege matricea solutie M(t-7) sub forma unei serii de
uteri

(3.163)

M(t-7)=1+My(t-7)+Mo(t-7 )P+ M (t-7 )
unde | este matricea unitate.

Dar matricea M(.) satisface ecuatia omogena (3.145).
Introducand M(t-7) din (3.163) in (3.145) se obtine

M1+2Ma(t-7)+.. kM (t-7 ) '=

:A+AMl(t'T)"'AMz(t'T)2+...+A|\/|k(t-z-)k (3.164)

Prin identificare rezultd matricele M, M,, ..., M,

M.=A
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_AM,_ A

Ma==37 %5,
(3.165)

_AMk—l_Ak

McE =

Inlocuind matricele My, M,, ..., M, din (3.165) in (3.163) se
observa ca matricea solutie M(t-1) este o serie infinita de
puteri care se poate reprezenta prin functia exponentiala
matriceald eA®") .

o+ At-7)'_

+ =
n!

M(t-7)=1+A(-7

)+A2(t-r)2
2!

< Ai(t'f)I:eA(t-T).
i=0 |

I! (3.166)

Fiind dat ca @(r,7) = @(0,0) = M(0) = I, din (3.162), (3.166)
rezulta (3.161), g.e.d.

Solutia ecuatiei omogene (3.144) pentru sisteme invariante
n timp devine

X()=d(t-7,0)x(7)=e*x(7). (3.167)

Matricea de tranzitie expliciteaza functia de tranzitie a
starilor, pentru w =0

XO)=o(t,7,x0=0(t,7)x(r)=0(t-7,0)x(r) (3168
Ca urmare, matricea de tranzitie satisface proprietatile

functiei de tranzitie a starilor

a) proprietatea de directivitate, conform careia matricea
de tranzitie @(t-1,0) este definita pentru orice t >.

10



b) proprietatea de consistenta. Conform acestei proprietati

rezulta
o(7,7,X0)=®(7-7,0)x(7)=x(7)

respectiv (3.169)
®(0,0)=¢M*-)=1,
c) Proprietatea de compozabilitate

Pentru t; <t, <t; rezulta ca
Ht3-11,0)=P(t3-12,0) (t2-11,0)

(3.170)
O consecinta a proprietatii de compozabilitate este relatia

O -7,0)d(r-10)=1; eAAD

care se obtine formal din (3.170) pentrut, =t, =tsit,=1.

Din (3.171) rezulta imediat

D(t—7,0)=D (r-1,0); e D) =g ACD  @arz

Matricea de tranzitie satisface ecuatiile
D(t—7,0)= AD(E—7,0)=1; (eAT7)= AgAtD
Ot -7,0)=D(t-7,00A=1; (eA(t—r)).: oA) o

Aceste ecuatii se verifica usor utilizand dezvoltarea in serie
de puteri a matricei de tranzitie data de (3.161), (3.166).

(3.173)

1/16/2015
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3.2.1.3. Determinarea matricei de tranzitie eAtT)

Matricea de tranzitie se utilizeaza pentru determinarea
raspunsurilor temporale ale sistemelor netede. Ea
ndeplineste acelasi rol ca si functia pondere in cazul
sistemelor monovariabile descrise n limbaj intrare-iesire.

Metode pentru determinarea matricei de tranzitie eAtn

a) dezvoltarea in serie a exponentialei matriceale;
b) aplicarea teoremei Cayley-Hamilton;

c) transformata Laplace inversa;

d) diagonalizarea matricei de stare.

Se va considera momentul initial 7 egal cu 0, pentru
simplificarea scrierii.

\M

a) Dezvoltarea in serie

Pentru orice matrice patratica A se poate scrie
242 33
At A%t2 A%
e =1+ At+ + 2l

Pentru fiecare valoare a luit se poate evalua expre'sia (3.175)

printr-o suma finita de k termeni;
Elementele matricei rezultat obtinuta sunt numere si nu

expresii analitice.

Y|
+...= ii_t(&ln)
i—0 !

b) Aplicarea teoremei Cayley - Hamilton

Aplicand transformata Laplace in ecuatia omogena (3.144)

_SX(s)- X(r)e" = AX(S) @i

12
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(sl —A)X(s)=x(r)e™*" (3.176)
Daca det(sl-A) =0 din (3.176) rezulta

X (s) = (sl —A) e x(7) (3.177)

Matricea sl — A (3.178)

se numeste matricea caracteristica asociata sistemului
dinamic (3.142), (3.143).

Polinomul de grad n, A(s) se numeste polinom
caracteristic.

A(s) =det(sl — A)=s" +a, ;S"  +...+ S+ g =0 (3.179)

ccuatia A(S)=S"+a, ;8" H..+ayS+ay =0

Se numeste ecuatie caracteristica.

Radacinile ecuatiei caracteristice se numesc valori proprii
(sau caracteristice) ale matricel A.

Teorema Cayley-Hamilton - enunt

Orice matrice patratica de ordin n satisface propria sa
ecuatie caracteristica, adica

AA)=A"+a, A"+ +aA+a,l =0 @18y
in care | = A?, iar O este matricea nula.

Cunoscand A, A?, ..., A1, se poate calcula matricea A la
orice putere intreaga

A" = —(ay A" At apl) =al A" r o Aol

A = AA" = (o A+ AN g A g A) =

1 n-1 1 n-2 1 1
=a AT o, AT+ Ao A+ ol

13



1/16/2015

sipentrur=n+q>n,q=1,2,...

A=A =g A gd A2+l Atall (83

Orice functie de matrice patratica sub forma unei serii de
puteri, deci si functia eAt (3.175) se poate exprima sub
forma unei combinatii liniare a matricelor I, A, A?, ..., A

f(A) =e™ =Byl + BA+SA* +..+ B A (3184)
Coeficientii By, B4, ---» B,.1 sunt functii de timp

Fie A, , k=1,...,n, valorile proprii distincte ale matricei A. Se
demonstreaza ca orice valoare proprie A, verifica ecuatia
(3.184). Adica

F(A) =™ = fo+ Bl + Bpic +. fonZk 5 K=1n

Se obtine in acest fel un sistem de n ecuatii algebrice
liniare cu n necunoscute: By, By, ---s Bp1-

Sub forma matriceala acest sistem devine

(1 a4 B A B | [en]
1 A B - 4 A e’
= (3.186)
1 Ayq A2y o A Baa| |efet
2 n-1 Ant
|1 Ay Am o An o Bna] | e ]

Determinantul matricei din (3.186) este diferit de zero (este
un determinant Vandermonde) daca valorile proprii A}, A,,
..., A, sunt distincte. In acest caz sistemul (3.186) are
solutie unica.

14
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Exemplul 3.5. Sa se determine f(A) = eAt pentru
sistemul cu matricea A L
A=|"
H

Deoarece n = 2, n-1 = 1 si, conform teoremei

Cayley-Hamilton, se poate scrie
f(A)=e™ =l + BA

s-1 1

det(sl —A):[_2 o

}=32—55+6=0

Aceasta ecuatie are solutile A, = 2, A,= 3 , care sunt
valorile proprii ale matricei A.

Sistemul (3.186) devine in acest caz

{1 2}{,30}_?21 sau ﬂ0+2ﬁ1:e2t
1 3|8 | By +3p,=¢e*

: , 2 : 2
si are solutile /=3 -26%; p =¢* —¢”

si atunci 1 0 1 1
f(A)=e™ =(3e* - 2e3t){0 J +(e* —e2‘){ }:

2 4
{ 2e2t _ ¥t p2t _ ot }

2(-e? +e¥) —e?' 4 2e™

Daca matricea A are valori proprii multiple atunci
determinantul Vandermonde al matricei sistemului
(3.186) are linii identice. Acest determinant este nul si
din (3.186) nu se obtin solutii unice pentru B,, B8,, ..., B,

15
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Fie A, o valoare proprie de multiplicitate g a matricei
A. Atunci A, va fi radacina si pentru f(A,) si pentru
derivatele acestei functii panala ordinul g-1 .
Cele q linii corespunzatoare valorii proprii A; din
matricea sistemului (3.186) se completeaza astfel: pe
prima linie se trec coeficientii termenilor cu necunoscutele
By By, .-+, B4 ai functiei f(A,), pe a doua linie se trec
coeficientii functiei df(A,)/dA; si asa mai departe, pe linia
g se trec coeficientii functiei
A (4)
dat
In membrul drept din (3.186) aceleasi linii se
completeaza respectiv cu: f(A,), df(A)/dA,,..., gerg( ﬂy
/flf—l

Exemplul 3.6. Sa se determine f(A) = eAt pentru un

‘& sistem cu 0 matrice A de ordin 4.

care admite o valoare proprie A; de ordin de multiplicitate
3 si o valoare proprie simpla A,. Conform teoremei
Cayley-Hamilton f(A) va fi de forma

f(A)=eP = Bl + B A+ S,A% + S A3

f () =eM" = By + By + Boll + ol

%ﬂf) —te™ = 5, + 25,0 + 3[R

2
%ﬂ(;i) =t%eM =28, + 6834
f (1) =€ = By + Bidy + Bl + Paly

<Ca urmare sistemul (3.186) devine Tn acest caz de forma

16
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24 3E| 6| | te™
2 64 | fy| |t%eM
o K A Ps] | ]

b kR [A] | et
1
0

Din acest sistem se determina coeficientii By, 81, B, B3
care se nlocuiesc in expresia functiei f(A).

c) Utilizarea transformatei Laplace inversa
pentru determinarea matricei de tranzitie

Aplicand transformata Laplace directa ecuatiei omogene
(3.144) se obtine ecuatia (3.177) in care se pune in
evidenta matricea

_ -1.-st _ adJ(SI _A) =510
O(s)=(sl —A)"e —We (3.188)

care se numeste matrice rezolvanta a sistemului (3.142),
(3.143).

Matricea rezolvanta este transformata Laplace directa
a matricei de tranzitie a acestui sistem, adica

D(s) = L{D(t -7,0)} = L{e" 7} (3.189)

Din (3.188) rezulta ca elementele matricei (sl - A)! sunt
functii rationale cu numitorul de grad n si numaratorul de
grad cel multn - 1.
Aplicand transformata Laplace inversa in (3.177),
tinand seama de (3.188) si de solutia (3.167) a
= ecuatiei omogene, rezulta

17
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O(t-7,0)=e"") = LHo(s)} = LY (1 - A) e ™} G190

Deci, matricea de tranzitie se obtine calculand matricea
(sl -A)1, inversa matricei (sl — A).

Exemplul 3.7. Utilizand transformata Laplace

inversa sase determine matricea de tranzitie pentru
sistemul cu matricea de evolutie A

01 0

A{O 0 1

0 -2 -3

Se determina (sl - A)! care este de forma

{(s +1)(s+2) (s+3) 1 ]

(sl-A)*=

= 0 s(s+3) s
s(s+1(s+2)

0 -2s &

Pentru 7 = 0, calculand originalul fiecarui element al
matricei (sl - A)'1 se obtine matricea de tranzitie eAt

1 3 petilen 1 loa
2 2 2 2
=LY -A}={0 26t -e™® et_eg™?
0 -2'+42e _gty2e®

Algoritmul lui Leverrier (metoda lui Fadeev)

Algoritmul lui Leverrier (sau metoda lui Fadeev) permite,
cunoscand matricea A, sa se calculeze expresia matriceala
(sl - A)! sub forma polinomiala, fara sa se efectueze inversa

matricei.
Principiul metodei Se scrie
(sl —A)*t= adj(sl - A) _ B(s)
A(s) A(s)

18
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B(s)=B, ;8" " +.B, ,8"? +..+ Bs+B, (3.192)

B(s) este un polinom de matrici.

A(s) este un polinom de grad n, egal cu ordinul matricei A, dat
de relatia (3.180). Scopul algoritmului este de a calcula intr-un
mod recursiv coeficientii a, i = 0, 1, ..., (n-1) ai polinomului
caracteristic si matricele B,, i = 0, 1, ..., (n-1), componente ale
matricei adjuncte adj (sl — A) cu relatiile de recurenta

Bh1=1 apg =—tr(AB, ;) =—tr(A)
Bn2=ABng+lay Qn_p = —%tr(ABn—z)

@ By s=AB, ,+la, , b)  ans= —%tr(ABH)
Bni = ABp_iya+lan iy An_i = *%tr(ABn—i

L (3.193)
g =—=tr(ABy)
M n
eisDeci Bi= ABi+1 + |05i+1; i<n-1, Bn—l =1
3.194
g =— " tr(AB), i<n-1 2199
n—I

In relatiile (3.193), (3.194) tr(.) este urma unei matrice,
adica suma elementelor sale diagonale.

Relatiile (3.193.a) se obtin din relatia (3.191) care are forma:
B(S) = B,_45" 1 +.B,,_»8" 2 +..+ B;s+ By = (sl — A) LA(S) (3.195)

Amplificand 1n (3.195) la stanga cu (sl - A) si inlocuind A(s) din
(3.180) rezulta

(S = A)(B, 8" +.Bp8" P .+ BS+By) = 1(s" + 8"+t S+ ) (3.196)

Efectuand in (3.196) iTnmultirile si identificand
= uterile lui s se obtine sirul de egalitati
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anl =1
- ABn—l + Bn—2 = IOtn—l

—ABy =l
Exemplul 3.8. Se considera matricea A utilizata si in
exemplul precedent 0 1 0
A=0 0 1
0 -2 -3
Sa se calculeze (sl - A)! aplicand algoritmul

Lever-rier-Fadeev. Calculul este usor, ordinul n fiind

100 0 1 0
B,=1=|0 1 0 a=-tr(AB,)=-tr| 0 0 1|=3
001 0 -2 -3
(3 10 0o 3 1
B.=AB,+lg,=[|0 3 1 alz-%tr(ABI):-%tr 0 -2 0|=2
[0 -2 0 0 0 -2
[2 3 1 000
Bo=AB:i+ley=[0 0 0 ao:'%ﬂ'(ABo):'%“ 0 0 0|=0.
|0 00 000
Rezulta deci
100 3 10 2 31
(sI-A)'lz@z# 0 1 0|s?+|0 3 1|s+[0 0 O
A(S) $P+3s%+2s
001 0 -2 0 000

Dupa efectuarea calculelor se obtine aceeasi
expresie pentru (sl - A)* indicata in exemplul 3.7.
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